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Problema 1)

Julio escribi6 una lista con todos los niimeros de tres cifras que se pueden formar usando tres digitos consecutivos

(en algtin orden). Para su sorpresa, en la lista apareci6é un nimero cuadrado perfecto cuya suma de cifras es 18.
Determine dicho nimero.

Aclaracion: Un niimero es llamado cuadrado perfecto si se obtiene al elevar un nitimero entero al cuadrado.

Solucién

Como la suma de digitos es 18 y las cifras son nlimeros consecutivos, entonces las cifras deben ser: 5, 6 'y 7, en
algin orden.

Tenemos 6 posibles nimeros que podemos generar:

567 576
657 675
756 765

De las 6 posibles opciones, el tinico que es cuadrado perfecto es 576 = 242

[Respuesta: 576}
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Problema 2)

Un carpintero dispone de un bloque de madera con dimensiones 10 cm X 15 cm X 8 cm como muestra la siguiente

figura.

10cm

Alm

AN
~

15cm

El carpintero retira un cubo de lado L cm de cada una de las esquinas del bloque. Si el volumen total retirado

representa el 18 % del volumen original del bloque, determine el valor de L.

Solucion

El volumen original del bloque en cm? es 10 x 15 x 8 = 1200. El volumen de cada cubo removido en cm? es L3.

Como el bloque tiene 8 esquinas, el volumen total removido en cm? es 8 3. Por dato,
8L° =18 % 1200.

Resolviendo esta ecuacién, obtenemos L = 3.

Respuesta: 3

Problema 3

Pablo recorre en bicicleta tres tramos consecutivos: uno de bajada, uno plano y uno de subida. Las dimensiones

de cada tramo se muestran en la siguiente figura.

40 m 100 m 40 m
Si su rapidez es de 20km/h en el tramo de bajada, 15km/h en el tramo plano y 10km/h en el tramo de subida,

(cuanto tiempo, en segundos, le toma recorrer los tres tramos?
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Solucion

Sean a y b respectivamente las longitudes en metros del primer tramo y del tercer tramo. Por el Teorema de
Pitagoras,

a® = 30° +40° y b* = 30% + 402,
Resolviendo estas ecuaciones (y recordando que a y b son niimeros positivos), obtenemos a = 50y b = 50.
Sean t,, t, y t; respectivamente los tiempos en segundos que le toma a Pablo recorrer el primer, el segundo y el

tercer tramo.

En el primer tramo, la velocidad de Pablo en metros por segundo es 20 X % = % y entonces
a 50
9 9
) 10 25
En el segundo tramo, la velocidad de Pablo en metros por segundo es 15 X %= 6 y entonces
6
. 10 25
En el tercer tramo, la velocidad de Pablo en metros por segundo es 10 X -9 y entonces
b 50
Z3 = E = E = 18 .
9 9

Finalmente, el tiempo en segundos que le toma a Pablo recorrer los tres tramos es # + 1, +13 = 9424418 = 51.

Respuesta: 51

Problema 4

Juan compré un dado no convencional. Tras examinarlo cuidadosamente, determind que no era justo, y construyd

la siguiente tabla con las probabilidades de obtener cada uno de los seis posibles resultados al lanzarlo:

Nimero | Probabilidad
1 1/9
2 1/9
3 1/9
4 2/9
5 2/9
6 2/9

El dado se lanza dos veces de forma consecutiva. Si la probabilidad de que la suma de los dos resultados obtenidos

sea un niimero par es igual a A/81, determine el valor de A.
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Solucion

Sean a y b respectivamente los nimeros que se obtienen en el primer y el segundo lanzamiento del dado.

La probabilidad de que a sea impar (es decir, que seaiguala 1,3 0 5) es

1,1,2_4
9 9 9 9
y la probabilidad de que a sea par es
-4
9 9

Lo mismo ocurre con b.
La suma a + b es par cuando se presnta una de las siguientes situaciones (disjuntas): I) a y b son impares; o II) a

y b son pares.

La probabilidad de que a y b sean impares es g X g glg?
La probabilidad de que a y b sean pares es ) X g g
En conclusidn, la probabilidad de que la suma a + b sea par es ;—? + g = gi y entonces A = 41.

Respuesta: 41

Problema 5

En un colegio se organiz6 un torneo de ajedrez con participacién de varones y mujeres. Todos los participantes

jugaron una partida contra cada uno de los demas. Cada victoria otorgaba 1 punto, cada empate 0.5 puntos y cada
derrota O puntos. Al finalizar el torneo, se observé que cada jugador obtuvo exactamente la mitad de sus puntos en
partidas contra mujeres y la otra mitad en partidas contra varones. Si se sabe que el niimero total de participantes

fue un entero entre 40 y 60, ;cudntos jugadores participaron en el torneo?

Solucion

Sean H,, H,, ..., H, los hombres que participaron en el torneo y M, M,, ..., M, las mujeres que participaron
en el torneo. Para i,j € {1,2,...,a} coni # j, sea h;; los puntos que recibio el participante H; en su partida
contra el participante H;. Notemos que independientemente del resultado de la partida entre los participantes H;
y H;, se tiene que h;; + h;; = 1. Entonces la suma de los puntos que obtuvieron los participantes hombres en

partidas contra participantes hombres es:

PRIEEDINCIEY I ENSY 1:a(a2—1)‘

1<i,j<a 1<i<j<a 1<i<j<a
i)

Sean A la suma de los puntos que obtuvieron los participantes hombres en todas sus partidas y B la suma de

: . , . A _a@a-1)
los puntos que obtuvieron las participantes mujeres en todas sus partidas. Por dato, 3= 5
A=ala-1).
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De modo similar, la suma de todos los puntos que obtuvieron los participantes mujeres en partidas contra parti-
cipantes mujeres es @ y B=5b(b-1).

Parai € {1,2,...,a}l yj € {1,2,...,b}, sean r;; y s;; los puntos que recibieron respectivamente el participante
H, y la participante M; cuando se realiz6 la partida entre ellos. Notemos que independientemente del resultado
de la partida entre los participantes H; y M, se tiene que r;; +s;; = 1. La suma de los puntos que obtuvieron los
participantes hombres en sus partidas contra participantes mujeres es:

2y

1<i<a
1<j<b

La suma de los puntos que obtuvieron las participantes mujeres en sus partidas contra participantes hombres es:

Por dato,
A B
5+5_ E rij+ E S;j = E(rij+s,~j)— E 1=uab.
1<i<a 1<i<a 1<i<a 1<i<a
1<j<b 1<j<b 1<j<b 1<j<b

Entonces a(a— 1)+ b(b— 1) = 2ab o equivalentemente, a+ b = (a — b)>. En particular, el niimero de participantes

a + b es el cuadrado de un nimero entero. Como este nimero debe estar entre 40 y 60, entonces debe ser igual a

49.
Respuesta: 49

Problema 6)

Anay Berta deben elegir, cada una, un niimero de tres cifras, de manera que se cumplan las siguientes condiciones:

= El nimero elegido por Ana debe estar formado por tres cifras iguales.
= El producto de los dos nimeros elegidos debe ser un nimero de seis cifras iguales.

(Cudl es el mayor nimero que puede elegir Berta de modo que se cumplan estas condiciones?

Solucién

Sean aaa el nimero elegido por Ana, N el nimero elegido por Bertha y bbbbbb el producto de estos nimeros.
Tenemos que aaa X N = bbbbbb. Entonces 111 x ax N = 111111 x b. Luego ax N =7 x 11 x 13 X b.
Recordemos que a es un digito. Si a no fuera igual a 7, los primos 7, 11 y 13 no dividirian a a y luego N deberia
ser multiplo de 7 x 11 x 13 = 1001, lo cual no es posible ya que N es un nimero de tres digitos. Por lo tanto,
a=T7yN=11x13xXb.
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Como N tiene tres digitos,

999
143xb=N < <222 =6,9....
3% b <99 — b<T==69

Luego, b <6y N =143 x b < 858.
Podemos ver que en efecto, tomandoa = 7, b = 6 y N = 858 se cumplen las condiciones mencionadas en el

enunciado. En conclusién, el mayor nimero que pudo haber elegido Bertha es 858.

[Respuesta: 858]

Problema 7

En la siguiente figura se muestra un cuadrado ABC D cuya area es 72 m?. Sobre el lado BC se elige un punto P

de manera que la suma de las 4reas deéos triénguligs sombreados sea la ngenor posible.

A D

Determine, en metros, la suma de las longitudes de los segmentos AB 'y BP.

Solucion

Por dato, el area en m? del cuadrado ABC D es 72 y entonces la longitud en metros del lado del cuadrado es 6\/5
y la diagonal BD tiene una longitud de 12 metros. Sea a la longitud en metros del segmento BP.
Sea E el punto de corte de la diagonal BD y el segmento AP. Notemos que LEBP = ZEDA = 45° y que
DE = BD — BE = 12 — BE. Como los segmentos BC y AD son paralelos, tenemos que ZEPB = ZEAD.
Entonces los tridngulos EP By E DA son semejantes y en particular,
BE _BE _PB_ a
12—-BE DE AD 6\/5'

Despejando, obtenemos

724/2
20l T2
a+ 6\/5 a+ 6\/5

La suma de las areas en m? de los tridngulos sombreados (PBE y ADE) es:

BE =

PB X BE 45° AD X DE 45° 2
_ X X sen( )+ X sen( ):3\/5>< a +72'
2 2 a+ 6\/5
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Por la desigual MA-MG, tenemos que

P+T72 144 144
= la+6V2+ y42222 a+6V2) x — 2 _12v/2 =24 -124/2.
a+6y2 a+6v2 ‘¢( ) a+6v2

144

a+6v2
Por dato, el valor de .S es el minimo posible, y entonces debemos tener .S = 3\/5(24 - 12\/5) = 72\/5 -T2y

a=12-62.

Finalmente, la suma de las longitudes en metros de los segmentos ABy BP es 6\/5 + (12 - 6\/5) =12.

Respuesta: 12

Ademas, la igualdad ocurre solo cuando a + 6\/_ = , es decir, cuando a = 12 — 6\/5.

Problema 8

Durante una clase, la profesora propuso a sus alumnos el siguiente reto: Cada uno debia elegir un nimero entero

positivo que tuviera més de nueve divisores positivos. Luego, debian ordenar los divisores positivos de su nimero
en una lista de menor a mayor. Después de completar la tarea, Aldo, Blas, Cielo y Dora notaron que, aunque

habian elegido nimeros distintos entre si, cada una de las cuatro listas cumplia con las siguientes caracteristicas:
= El segundo, sexto, octavo y noveno nimero en la lista forman una progresién aritmética.
= Existen dos nimeros distintos en la lista cuya suma también aparece en la lista.

(Cudl es el menor valor posible que puede tener la suma de los cuatro nimeros elegidos por Aldo, Blas, Cielo y

Dora?

Solucion

Sea n un entero positivo con méas de nueve divisores positivos y que cumple las dos caracteristicas mencionadas.
Sean

dy <dy<dy<-<dy<- <d

los divisores positivos de n. Es claroque d| =1y d; = n.

Supongamos que » es impar. En ese caso, todos los divisores positivos de n son impares. Por la segunda caracte-
ristica, deberian haber dos nimeros en la lista d, < d,, tales que d, + d, también es un divisor positivo de n, pero
no es posible que los nimeros d,,, dy, y d, + d,, sean todos impares. En conclusion, n debe ser pary d, = 2.
Supongamos que ds es par. Entonces d; = 2m con m > 1 entero (ya que d; > d, = 2). Luego, m es un divisor
positivode ny como d; = 1 < m < 2m = ds, entonces m = d, = 2 'y d3 = 4. De este modo, concluimos que si
d; es par entonces d; = 4.

Por la primera caracteristica, d,, dg, dg y dg forman una progresion aritmética, digamos de razén r. Entonces
de=r+2,dg=2r+2ydy=73r+2. Ademés,r= d¢ — 2 es un nimero entero 'y r = dg — d, > 4.
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Supongamos que r es impar. En ese caso, d, = 2y dg = r + 2 son divisores positivos coprimos de #n (ya que
dg seria impar) y entonces d,ds = 2r + 4 también seria un divisor positivo de n. Como 2r +4 > 2r + 2 = dg,
entonces 2r + 4 > dy = 3r + 2 y luego r < 2, lo cual no es posible ya que r > 4. En conclusion, r debe ser par y
entonces r = 2t con ¢t > 2 entero.

Hasta ahoratenemos que d| = 1,d, = 2,dg = 2t+2,dg = 4t+2y dy = 6¢+2. Como dg = 2(2t+1), entonces 2¢+1
es un divisor positivo de n. Como ademés dq = 2t+2, entonces ds = 2t+ 1. Notemos también que dg = 2(3t+1) y
entonces 3741 es un divisor positivo de n. Como ademds ¢ > 2, entonces dg = 2142 < 243 < 3t+1 < 4142 < dg
y d7 = 3t + 1. De manera similar, dg = 2(¢ 4+ 1) y entonces ¢ + 1 es un divisor positivo de n. Como ademas ¢ > 2,
entonces dy) <3 <t+1<2t+1=ds. Asi que debemos tenerd; =t+1od, =1+ 1.

Supongamos que d, =t + 1. Analicemos la paridad de d5:

= Si d; es impar: Entonces 2d; también es un divisor positivo de n. Como d; < d, = t + 1, entonces
dy < 2dy; < 2t +2 = dg. Como ds = 2t + 1 es impar, debemos tener 2d; = d, = t + 1. Luego,
d; =3t +1 = 2(3d; — 1) y entonces 3d; — 1 es un divisor positivo de n. Pero esto no es posible ya que
dy>3ydy=2dy<2dy+2<3d3;—-1<4d;-1=d;.

= Si d; es par: Entonces d; = 4. Analicemos la paridad de :

e Sit es par: Entonces d; = 4y d, = ¢+ 1 son divisores coprimos de n (ya que ¢ + 1 seria impar).
Luego d;d, = 4t + 4 es un divisor positivo de n, pero esto no es posible yaquet > 2y dg =4t +2 <
4144 <6t <6t +2=d,.

e Sitesimpar: Entonces 4 = d; < d, =t+ 1 =2uconu > 2 entero. Luego u es un divisor positivo de
ncond, =2<u<dy Asi,u=d;=4,t="7,ds =15y 3 serfa un divisor positivo de n, pero esto

no es posible yaque d, =2 <3 <4 =dj.

Concluimos entonces que d; =1 + 1.

Supongamos que d, es par. En ese caso, d, = 2v con v entero. Luego, v es un divisor positivode ncond, =2 <
v<t<dy(yaqued <d,=2v<ds=2t+1)Asl,v=d,=2,d,=4,t+1=dy;=3,t=2,dg =10y
dy = 14. Como d3 = 3 y d, = 4 son divisores positivos coprimos de n, entonces d3d, = 12 también es divisor
positivo de n, pero esto no es posible ya que dg = 10 < 12 < 14 = d,. Concluimos entonces que d, es impar.
Notemos que d, = 2 y d, son divisores positivos coprimos de n (ya que d, es impar). Entonces d,d, = 2d, es un
divisor positivo de n. Como ademdas dg = 2t +2 < 2d, < 4t+2=dg(yaquet+1=d; <dy <ds =2t +1),
entonces 2d, = d; = 3t + 1. Luego, t es impar y d3 = t + 1 es par. Entonces d; = 4,1t =3,d, = 5,ds =7,
dg =8, d; = 10, dg = 14, dy = 20. Vemos entonces que para que n cumpla las caracteristicas mencionadas en el

enunciado, n debe cumplir que:
= 1 debe ser miltiplo de 23 x 5 x 7 = 280.

= 5 no debe ser miltiplo de: 243,11, 13, 17, 19 (ya que en caso contrario habria un divisor positivo de n
menor que dg = 20 que no esta en la lista)
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Asi, los cuatro menores valores posibles de n son 280, 5 X 280, 7 x 280 y 23 x 280. Finalmente, el menor valor

posible de la suma de los nimeros elegidos por Aldo, Blas, Cielo y Doraes (1 +5 + 7 + 23)280 = 10080.
[Respuesta: 10 080]

Problema 9

En un tablero de 4 X 4 casillas, decimos que dos casillas son vecinas si comparten un lado. Un llenado perfecto

del tablero consiste en escribir un nimero entero positivo en cada casilla, de modo que en cada casilla, el nimero
escrito sea igual a la cantidad de valores distintos escritos en todas sus casillas vecinas. En la figura se muestra

un ejemplo de llenado perfecto:

1 [3(3]1
312(2]3
312213
I3 (3|1

(Cuantos llenados perfectos existen?

Solucién

Supongamos que se ha realizado un llenado perfecto. Enumeremos las casillas del tablero del siguiente modo:

112134
516|7(8
9110[11{12
3114{15{16

(U

Dividamos el tablero en tres zonas: La zona A formada por las casillas 1, 4, 13 y 16; la zona B formada por las
casillas 2, 3, 5, 8,9, 12, 14 y 15; y la zona C formada por las casillas 6, 7, 10 y 11. Entonces el nimero escrito en
una casilla de la zona A es a lo sumo 2 (ya que estas casillas tienen 2 casillas vecinas), el nimero escrito en una
casilla de la zona B es a lo sumo 3 y el nimero escrito en una casilla de la zona C es a lo sumo 4.

Supongamos que hay un 4 en alguna casilla. Entonces esa casilla debe tener 4 vecinas con los nimeros 1, 2, 3 y
4 escritos en ellas (uno en cada vecina). De esas casillas vecinas, la que tiene escrita el 1 en ella tiene una casilla
vecina (la original) con el 4 escrita en ella y también tiene (al menos) una casilla vecina en el borde (zona A o B)
en la que también deberia estar escrito el 4, pero esto no es posible. En conclusidn, los nimeros escritos en las

casillas solo pueden ser 1, 2 o 3. Las situaciones que se pueden presentar son:
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I) Hay una casilla en la zona C con el 1 escrito en ella: Si en la casilla 6 esté escrito el ntimero 1,

bla
allla
a

Entonces b = 1y a < 2 (ya que en la casilla 2 esta escrito el nlimero a y en sus casillas vecinas 1 y 6 estd

escrito el niimero 1). Si a = 1, podemos ver que el tinico llenado perfecto posible es

1[1]1]1
1[1]1]1
{111
1{1]1]1
Sia=2,
1{2]cld
201]2]1e
fl2
glh

Como en la casilla 2 esta escrito el nimero 2, entonces ¢ # 1. Como ademas los niimeros escritos en las
casillas vecinas de la casilla 3 son 2, 2 y d, entonces ¢ = 2, d = 1 y e = 2. De manera similar, podemos

concluirque f =2, g=1yh=2.

L2\
~ |~ D=

el NI
[\OR 1\ o | )
wlN

Como en la casilla 8 esta escrito el ntimero 2, entonces j = 1 0 j = 2. De manera similar, k =10 k = 2.

Supongamos que j = 1. Entonces i = | = 2y k = 1. En la casilla 16 estaria escrito el nimero 2, pero

deberia estar escrito el nimero 1 (ya que k = j = 1). Concluimos entonces que j = 2.
Del mismo modo, concluimos que k = 2. Luego, i =1 = 1.

De manera similar, luego de analizar los casos en los que esta escrito el nimero 1 en la casilla 7, 10 u 11,

concluimos que en la situacién I), los llenados perfectos posibles son:
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II) No hay una casilla en la zona C con el 1 escrito en ella y hay una casilla en la zona C con el 3 escrito en

ella: Si en la casilla 6 esta escrito el nimero 3,

En la casilla 6 esté escrito el niimero 3 y entonces uno de los nimeros b, ¢, d 0 e debe ser igual a 1. Como

d+#1lye#1,entonces b=10c = 1. Luego a = 3, pero esto no es posible.
De manera similar, luego de analizar los casos en los que el nimero 3 esta escrito en la casilla 7, 10 u 11,

concluimos que no hay llenado perfecto en la situacion II).

III) En cada casilla de la zona C est4 escrito el nimero 2: Notemos que en la zona B debe haber una casilla con
un nimero distinto de 2 escrito en ella, ya que en caso contrario, el niimero escrito en la casilla 6 deberia

ser 1. Se pueden presentar las siguientes situaciones:

i) Hay una casilla en la zona B con el niimero 1 escrito en ella: Si en la casilla 2 esta escrito el nimero

1,
alllkl|J
b|12(2]1i
cl|2|2|h
dle|f|8

Podemos concluir sucesivamente que k =a=2,b=2,c=1,d =2,e=2,f=1,g=2,h =2,
i=lyj=2
De manera similar, luego de analizar los casos en los que hay una casilla en la zona B con el ndmero

1 escrito en ella, concluimos que los llenados perfectos en la situacion i) son:

2[1]2]2 2|2]1]2
2[2]2]1 1[2[2]2
1(2[2]2 2|2]2]1
2|2]1]2 2|1]2]2
L A > Gl
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ii) No hay casilla en la zona B con el 1 escrito en ella y hay una casilla en la zona B con el 3 escrito en

ella: Si en la casilla 2 esta escrito el nimero 3,

al|l3(k|J
b|2(2]i
cl2|12|h
dle|f|&

Podemos concluir sucesivamente que k =3, a=1,b=3,c=3,d=1,e=3, f =3,g=1,h =3,
i=3yj=1
De manera similar, luego de analizar los casos en los que hay una casilla en la zona B con el nimero

3 escrito en ella, concluimos que el tnico llenado perfecto en la situacion ii) es:

113(3]1

3121213
3121213
113[3]1

Finalmente, concluimos que hay exactamente 6 llenados perfectos.

Respuesta: 6

Problema 10

Anay Bruno juegan en un tablero de 8 X 8 casillas. Primero, Ana elige en secreto una casilla cualquiera del tablero.

Luego, Bruno realiza una serie de intentos para adivinar cual fue la casilla elegida.

En cada intento, Bruno selecciona una casilla del tablero. Si acierta, el juego termina. Si no, Ana le informa
a cuantos pasos de distancia se encuentra la casilla que selecciona Bruno de la casilla que ella eligié. Un paso
consiste en moverse horizontal o verticalmente entre casillas adyacentes que comparten un lado.

Por ejemplo, si Ana eligi6 la casilla marcada como A en la figura y Bruno selecciona la casilla B, Ana le informa

que esta a 6 pasos de distancia.

Bruno afirma que, realizando a lo mas » intentos, es capaz de descubrir la casilla elegida por Ana, sin importar
cudl haya sido la eleccion de Ana. ;Cual es el menor valor de n que hace verdadera la afirmacioén de Bruno?
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Solucion

Demostraremos que luego de a lo més dos intentos, Bruno puede descubrir cudl es la casilla que escogié Ana.

Primero, Bruno escoge las casillas marcadas con las letras X e Y

X Y

Una casilla que se ubique a posiciones a la derecha de X y b posiciones hacia abajo de X, estara a distancia a + b
y estard a distancia 7 —a + b de Y.

Los datos que tenemos son:

m=a+b,
n=7—a+b,
entonces b = %M ya=m-— %’1_7 Por lo tanto, podemos ubicar la casilla que escogié Ana.

Es imposible hacerlo con menos, pues al escoger solamente una casilla, en caso que la casilla no sea la correcta,

Respuesta: 3

obtenemos diferentes opciones para encontrar la que si sea la correcta.
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